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Introduction : Les objectifs

Les objectifs

o

Reconnaitre les applications ol le modele de la Régression Linéaire peut étre
utilisée

Savoir ajuster un modele a des données numériques : savoir choisir le modeéle
et estimer ces parameétres inconnus

Savoir évaluer la qualité du modele ajusté sur des critéres statistiques

Savoir réaliser le processus d'estimation numérique en utilisant le logiciel R
et ces outils



Un exemple : Estimation de la biomasse ligneuse
Le modele et les postulats
Estimation des parameétres par les moindres carrés
Les problemes statistiques
Application a I'estimation de la biomasse ligneuse
La régression non-linéaire

Introduction
La régression linéaire simple
La régression linéaire a deux variables explicatives

Introduction : Modalités d'organisation
Contenu et Organisation

0. 2h TD : Rappels et logiciel R
1. La Régression Linéaire Simple : 2h C 4+ 2h TD + 1h C 4+ 2h TD (CC)

2. La Régression Linéaire Multiple (on se limitera dans le cas de deux
variables) : 2h TD + 2h C 4 2h TD (CC)

Evaluation

@ RL =1 ECTS (European Credits Transfert System)

@ Examen écrit 1h avec documents + Controle Continu
Pédagogie

@ Une plateforme e-learning : http://tice.agrocampus-ouest.fr/

@ Des documents sur papier (polycopié du cours sur demande)

@ Des TD/TP en salle informatique
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La régression linéaire simple

o Introduction

9 La régression linéaire simple
@ Estimation de la biomasse ligneuse
@ Le modeéle et les postulats
@ Estimation des paramétres par les moindres carrés
@ Les problemes statistiques
@ Application a I'estimation de la biomasse ligneuse
@ La régression non-linéaire
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1. ESTIMATION DE LA BIOMASSE LIGNEUSE
Objectif. 1 Estimer les ressources ligneuses en région tropicale seche.

Acquisition de données sur plusieurs plat-formes : inves-
tigation au sol, vol a basse altitude, couverture aérienne ﬁ&

Hypothese On peut estimer la biomasse d'un arbre a
partir de la surface terriere (1m du sol)

Etape 1 Mesure de la surface terriére (ST) |
Mesure de la surface de la couronne (SC)
Etablissement du lien entre ST et SC

ST~a+b-5C T—=—>

Etape 2 Couverture aérienne (et traitement d'images) W
pour estimer la quantité de la végétation ligneuse

a partir de la surface globale recouverte < ! /

1. Source : P. Defourny (1990) Méthode d’'évaluation quantitative de la végétation ligneuse
en région soudano-saharieenne, dans Télédétection et sécheresse, p. 63-74
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La régression linéaire simple
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Les données

Nr__ ST SC | nr ST _sC | mr ST _sC
1 634 243 | 18 1246 280 | 35 2127 7.04 o | °
2 603 173 | 19 2015 609 | 38 924 3.23 N
3 1261 329 | 20 1343 378 | 37 866 278
4 1734 680 | 21 373 097 | 38 922 283 o . ®
5 1525 441 | 22 980 345 | 38 799 253 N .
6 1557 400 | 23 546 174 | 40 655 240 . . °
7 1580 446 | 24 1224 368 | 41 1271 349 | o] .
8 1293 336 | 25 1644 601 | 42 1097 347 =
9 1382 406 | 26 1886 423 | 43 983 269
10 1128 334 | 27 1225 463 | 44 502 135 o
1 1200 367 | 28 1752 472 | 45 788 263 -
12 1152 372 | 20 507 159 | 46 857 239
13 805 265 | 30 11.88 478 | 41 975 292 ol eod *
14 505 180 | 31 1265 360 | 48 1327 3.99
15 1063 317 | 32 863 262 | 49 1005 3.13 T T T T
16 1583 548 | 33 2504 784 | 50 885 367 2 4 5c 6 8
171271 420 | 34 722 256
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Notations

n - nombre d'individus (arbres) mesurés (n = 50 dans notre application)

x - la variable explicative - c'est une variable quantitative - notée SC dans
notre application - On notera xi, ..., x, les n mesures disponibles de la
variable x

y - la variable a expliquer ou dépendante - c'est une variable quantitative -
notée ST dans notre application - On notera yi,...,y, les n mesures
disponible de la variable y
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2. LE MODELE ET LES POSTULATS

Le modéle sous-jacent a la régression linéaire simple (RLS) est :
y = by + bix + e‘

@ e désigne I'erreur ou I'écart entre la partie expliquée par le modéle et
I'observation

@ bg, by sont les parametres inconnus du modele
@ ce modele est

> linéaire par rapport aux parametres by, by et
» simple ou a une variable explicative
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La Régression Linéaire Simple

Le modele RLS permet en "choisissant convenablement” les parameétres
bo, by d'ajuster ou de modéliser un nuage de points (x;, y;)

@ Les valeurs des parametres du modele ajusté s'appellent des estimations de
ces parametres.

@ Des conditions ou des postulats sont nécessaires pour pouvoir estimer les
parameétres by, by
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Un exemple : Estimation de la biomasse ligneuse

A Le modéle et les postulats
Introduction : ; 5 : z
z q A A o Estimation des parameétres par les moindres carrés

La régression linéaire simple 5 L
. . L - T Les problemes statistiques
La régression linéaire a deux variables explicatives T A . .

Application a I'estimation de la biomasse ligneuse

La régression non-linéaire

Les postulats

Soient donc (x1,¥1), - ,(x1,y1) n mesures.

Le postulat d'indépendance : On suppose que les y; sont
indépendantes

PO E(e) = 0 pour tout i

I'erreur moyenne est nulle; E(y;) = bo + bix; et e; = y; — E(y;)

P1 V(e) = o2 pour tout i : Le postulat d’homoscédasticité)
ceci nous permet d'estimer by, by sans connaitre o2

P2 e suit une loi Gaussienne G(0,02) pour tout i : Le postulat de normalité

Pour tout x fixé la valeur yy associée a x suit une loi Gaussienne G (b + b1 x, 02) ;
on peut fournir un intervalle de confiance pour y, (dépendant de 02)
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Un exemple : Estimation de la biomasse ligneuse

Le modele et les postulats

Estimation des paramétres par les moindres carrés
Les problémes statistiques

Application a I'estimation de la biomasse ligneuse
La régression non-linéaire

3. ESTIMATION DES PARAMETRES PAR LES MOINDRES CARRES

@ Approche graphique (basée sur I'exemple Télédétection)
Le principe de la méthode des moindres carrés

@ Approche formelle
Les estimateurs des moindres carrés
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Approche graphique

&1 &

b0=0.5, b1=1 A

_ b0=0.996, b1=2.96
. SCE=3319.17
a7 ° * IS5 SCE=139.97
v | = uw |
< ne
9_ oJ
0] 0
it . . , . . :
2 4 sc 6 8 2 4 sc 6
v | 10 |
o~ o
b0=1, b1=2
o | o
3 ° o
SCE=815.12
w | = v
< he
24 24
w4 w4
2 4 sc 6 8 2 4 sc 6 8
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Comparaison des 4 choix

sur le critére SCE(bo, b1) = Yy 50 {STi — (bo + b1SG;)}?

v [ )
0
(=3
(9\]
SCE=139.97
=]
5
=5 SCE=81512
0 SCE=3319.17
2 4 6 8

SC
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Les estimations des moindres carrés

SCE minimum pour La droite des moindres carrés :

bo = 0.996, by, = 2.9596 ST =0.996 + 2.9596 - SC

*
&1 La droite des m.c.

AN N
by~ 0.996, by ~2.96

20

SCE=139.97

ST
1|5

SC
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Approche formelle

@ On cherche by, b, qui minimisent

SCE(bo, by) = Z {yi — (bo + b1x))}?

i=1,n

@ Un probléme d’optimisation de SCE(by, b1) - une fonction a deux variables

b07 bl

® by, by sont la solution des équations (*)

9S(bo,b1)
Oby
95 (bo,b1)

Oby

0
0

équations (*)

car SCE(bg, b1) — +00 quand by — +oo (idem pour by)

Besnik PUMO
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Les estimateurs des moindres carrés

> — n[x]?

a)2oiXi =nx, 35 yi = ny b) > i(xi — %)* =
0| 9Xixi—x)y=0 )X — X —y) =
> Xiyi — nXy
@ Les équations (*) donnent :
{ Si2vi—bo—bix) -1 = 0
320y —bo—bixi) - (=x) = 0

@ En utilisant a. On en obtient

{ ZIYI Z bO_bIZ Xi =
ZiYiX: bOZ Xl_blzx

o
0

Il
o

ny — nBO — nEp‘(
> vixi — nbox — by 37 x?

I
o

@ Finalement en utilisant d. et en remplagant by dans la 2 équation :

by = — bix by = y — bix
by = ZiXx=my = by = Ziki=Xbi=7)
> X —n[x]? > (xi—%)?
Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 13/60
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Les estimateurs

@ Estimateur de by (resp. by)

p, - Sili =X~ 7)
(6 —x)?
bo =y — bix

@ Estimateur de o2

1
2 _ 052
= E,- (vi = %)

Nota. y; = i)o + le,-
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(*) Ecriture matricielle du modele
Y=XB+E

@ [ est le vecteur colonne (bo, b1)*

@ X est une matrice nx2 et Y et E sont des vecteurs de taille n

1 x » el

1 x ¥2 €
X = , Y = , E =

1 xp Yn €n

@ On montre que SCE(bg, b1) = (Y — XB)t (Y — XB) et
(Y = XB)' (Y — XB) = (¥ — XB)! (¥ — XB) := SCE(bu. b) |
ol :

ox (sl B3 ) e () oo ()

@ (*) Justification. Soit Y — X8 = Y — X3 + X8 — XB. Puisque (8 — B)t Xt (Y
(Y = XB) (Y = XB) = (Y = XB) (Y = XB) + (XB — XB)* (XB — XB) > (Y

XB) = 0 alors
= XB)' (Y — XB).

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 15/60
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Introduction
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4. LES PROBLEMES STATISTIQUES

a) Estimation des paramétres : Propriétés et tests
b) Vérification des postulats du modéle et diagnostique sur les résidus
c) Qualité du modele

d) Les intervalles de confiance pour E(yy) et de prédiction pour yy

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 16,/60
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a-1) Estimation des paramétres : propriétés

@ Les estimateurs 130) et by sont sans biais pour les parametres respectif et de
variance minimale (TH. de Gauss-Markov)

E(bo) = ko), E(b1) = byi; lls sont de variance minimale dans la classe des

estimateurs sans biais.

Les variances de ces deux estimateurs sont Var(by), Var(b;); on note
respectivement oy et oy, leurs écart-types :

_ 1 X2 o 1
Th =\ T =27 T = T\ S—RP

2y _ 2. : . . .
@ E(s*) =0*; on estime alors o et op par:

_ 1 X2 S 1
b =\ 0 TSGR Sh T T SR

Besnik PUMO
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a-2) Estimation des paramétres : tests

@ Les tests suivants sont valables si P2 est vérifié

@ Est-ce que la valeur de y dépend-t-elle de x 7
S'écrit HOp, : by = 0. A un risque fixé « I'hypothese HOp, est rejetée
Si tp, > qtp2(1— %)
Définition. t, = Sb—l ou sp, est fourni a la page 17
by

qtp—o(1 — %) est le quantile 1 — % d'une v.a. de student 3 n — 2 ddl

@ Est-ce que y =0quand x=07

Reformulée comme hypothese nulle HOp, : by = 0. HOp, est rejetée
au seuil a si ty, > qt, 2(1 - §).

@ Test de HO : by = a ou a est une valeur quelconque - On rejette HO au seuil
[;172
5131 :

a si thy;a > qtn—2(1 - a) ou thy;a =

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 18/60
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b) Vérification des postulats du modele et diagnostique sur les résidus

@ On peut vérifier le postulat P2 par un test d'ajustement
D’autres procédures permettent de vérifier PO, P1 et I'indépendance des résidus dans des

cas particuliers

@ Deux diagnostiques importantes sont proposées par les logiciels statistiques :

» Individu suspect : Si son résidus “studentisés” r; est supérieur a 2

&
s_i\/1—h;
ol h; est le terme i de la diagonale de X(X!X)~1Xt.

ri =

> Individu influent : Si la distance de Cook est supérieur a 1.

2
dCook; = % 1ﬁlh4
1

2
voir Christensen, pg. 349 : Pour p variables on a dCook; = % S
i

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 19/60



Un exemple : Estimation de la biomasse ligneuse

Le modele et les postulats

Estimation des parameétres par les moindres carrés
Les problémes statistiques

Application a I'estimation de la biomasse ligneuse
La régression non-linéaire

Introduction
La régression linéaire simple
La régression linéaire a deux variables explicatives

¢) Qualité du modele

=
@ La qualité du modele est mesurée a I'aide de R? : | R? = %é;_%z

Rappels. y =y, 9 = bo + B1X,'
R? est la rapport entre la SCE expliquée (c.a.d. 3°; (7 — §)?) et la SCE totale
(c.a.d. SCET = Z,—(y,- - }_/)2)

@ R? est égale au carré du coefficient de corrélation linéaire r de x et y; donc

0<R%2<1

B Ziei=2?% ., Titi—Ri=y) . by 304 —%)%)

Ji—y=bi(x —x%) = R =

@ Interprétation. Le modele est de bonne qualité si R? est proche de 1.

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple
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d) Prédiction et intervalles de confiances

@ Pour tout x, fixé on estime y, par |y, = 130 F IAJl Xo

E(9x) = E(yx); c.a.d. Px est un estimateur sans biais pour E(yx) (ceci découle
de E(bo) = bg et E(by) = by - voir page 17.

@ Si P2 est vérifié on a :

» L'intervalle de Confiance de seuil « pour E(yy) :
1Ca(E(5))55, £ qta—2(l = $)'sys,

» L'intervalle de Prédiction de seuil o pour yy :

IPa(yx) = 9x, £ ta—2(1 — §) /2, + 52

vl 52 est I'estimation de o2
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5. APPLICATION A L’ESTIMATION DE LA BIOMASSE LIGNEUSE

Présentation graphique des données - a-t'on une liaison linéaire entre

ST et SC?

La droite de régression, estimation des paramétres et qualité du

modele
Analyse des résidus

L'IP de ST et IC de E(ST)

Besnik PUMO
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Présentation et étude graphique des données

15 2.0
°

ST

1
o
~
°

@ Le graphique indique une
dépendance linéaire entre
ST et SC.

@ La variabilité autour
d’une droite passant
"prés” du nuage est
relativement stable (voir
le postulat P1)

@ On ne remarque pas de
données suspectes

sC

Besnik PUMO
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La droite de régression

@ Le modeéle ajusté :
ST =0.996 + 2.9596 SC

@ s2=209159
@ R?=0.8642

& La droite des m.c.
AN A

8- by~ 0.996, b=~2.96

SCE=139.97
0]
e
0

2 4 sc 6

Besnik PUMO
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Un exemple : Estimation de la biomasse ligneuse
Le modele et les postulats

Introduction . : 5 : z
z q A A o Estimation des parameétres par les moindres carrés
La régression linéaire simple 5 L
. . L - T Les problemes statistiques
La régression linéaire a deux variables explicatives B S [P k q A
Application a I'estimation de la biomasse ligneuse

La régression non-linéaire

Analyse des résidus

Le résidu est la différence entre ST observé et ST prédite par le modele

& =ST,— ST,
] 0 ®
<
=
9 %) ] . A
Zw] 3 y=0
5 g°T N
5 . .
=E 7 .
¥ &
.
5 10 15 20 25 2 4 6 8
ST sc
Graph (ST, STprédite) Graph (5C, résidus)

Un nuage resserré autour de la diagonale Identifier des individus suspects () ou
g g influents (A) et détecter les probléemes

indique un bon modgle de prédiction de hétéroscédasticité (postulat P1)

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 25/60
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Un exemple :
Le modele et les postulats
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Introduction

Estimation de la biomasse ligneuse

Unusual Residuals
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Residual
4 6.8 17.34 21.1215 -3.78149
26 4.23 18.86 13.5153 5.34474
30 4.78 11.88 15.1431 -3.26306
Influential Points
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Leverage
4 6.8 17.34 21.1215 -2.49 0.1234
33 7.84 25.94 24.1995 1.14 0.2004
35 7.04 21.27 21.8318 -0.35 0.1393
Average leverage of single data point =

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple
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Prédiction et IC de la prédiction

SC ST 1Co.05(E(ST)) IPo.95(ST)
3.88 | 12.493 | 11.999 12986 |[9.024] [15.962]
597 | 18.654 | [18.100] [19.209] | 15.176  22.132

Exemple : SC =3.88 = ST = 0.996 + 2.9596 - 3.88 := 12.493

w0
N

20

e
r;ne inf

= |
n< i
o deE(ST)
o :
0
x=597
2 4 6 8

SC

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 27/60



Un exemple : Estimation de la biomasse ligneuse

Le modele et les postulats

Estimation des parameétres par les moindres carrés
Les problemes statistiques

Application a I'estimation de la biomasse ligneuse
La régression non-linéaire

Introduction
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La régression linéaire a deux variables explicatives

Tests sur les parametres

Linear Model: Y = a + b*X

Dependent variable: ST
Independent variable: SC

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value

Intercept 0.9961 0.6492  1.53429 0.1315
Slope 2.9596 0.1694  17.4742 0.0000

Soit a = 0.05 : HO : by = 0 est rejetée car le Proba=0.0000 (2e ligne) du tableau. On ne
peut peut pas rejeter HO : by = 0 au risque 0.05 car Proba=0.1315 (1le ligne du tableau).

Lecture équivalente. On rejette HO : by = 0 car tp, = 17.4742 > 2.0106, le quantile
1-— 0.05 de tss.
2
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6. LA REGRESSION NON-LINEAIRE

Comparison of Alternative Models Multiplicative model: ¥ = axX™d

Model Correlation R-Squared Dependent varial?le: ST
Independent variable: SC

Double reciprocal 0.9537 90.96% Standard T
Multiplicative 0.9455 89.40% ’ or Estimate bemenr® cint. Poval
Linear 0.9296 86420/. arameter stimate rror at. alue

t-X .92 .27%
Square roo 0.9288 86.271 Intercept 1.24655 0.0588 21.197 0.0000
Square root-Y 0.9211 84.84% S1 0.94079 0.0467 20.124 0.0000
Logarithmic-X 0.9054 81.98Y, ope : : : :
Exponential 0.8975 80.54% . - -
S-curve -0.8934 79.81Y NOTE: intercept = ln(a) => 3.41831
Reciprocal-X -0.7872 61.987,

A partir des résultats de gauche on peut dire que le modele
multiplicatif est meilleur que RLS sur le critére R? (R’2

2 P . NI TR
R* calculé & partir du modgle " linéarisé¢ calculé a partir du modele InY = Ina + b * InX).

Cet exemple illustre le cas d'un modele £, 5(x) = a- x? non-linéaire mais
"linéarisable” par la transformation logarithmique. En général si f, p(x) est une
fonction quelconque dépendant de a et b on estime ces deux paramétres en
optimisant Y, (yi — fa.(x))?.

Besnik PUMO La Régression Linéaire Simple 29/60



Introduction
La régression linéaire simple
La régression linéaire a deux variables explicatives

Estimation du taux de fécondité de pucerons

Le modele et les postulats

L'estimation des parameétres par les moindres carrés
Les problemes statistiques

Comparaison de modeles de régression

Application a I'estimation de la fécondité des pucerons

La régression linéaire a deux variables explicatives

e La régression linéaire a deux variables explicatives

@ Estimation du taux de fécondité de pucerons

@ Le modele et les postulats

@ L'estimation des parametres par les moindres carrés

@ Les problemes statistiques
@ Comparaison de modeles de régression

@ Application a I'estimation de la fécondité des pucerons
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Introduction
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1. ESTIMATION DU TAUX DE FECONDITE DE PUCERONS

Objectif. 2 Estimer le taux de fécondité de pucerons 2 partir de variables

moins coliteuses a mesurer

Mesurer la Taille ou la Longévité est plus simple

que évaluer la Fécondité :
Parasite " Leptomastix dactylopi” un parasite des
cochenilles du manioc au Congo

Mesurer la Taille prend 15 secondes; Mesurer sa
Longévité suppose suivre tous les jours celles qui

survivent ; Mesurer la Fécondité suppose élever et

Varlable_s La Taille (mm) et la Longewte ::Long isoler des cochenilles saines, les mettre en contact
(Jours) sont plus simple a mesurer que la avec chaque animal, mettre ensuite chaque co-
Fécondité :=Fec chenille en élevage, puis les disséquer au bout de

quelques jours
Question Peut-on estimer Fécondité connaissant les
deux autres variables ?

Le modeéle La régression linéaire a deux variables
explicatives : Fec ~ by + by - Taille + by - Long

i

2. Source : Jean-Sébastien Pierre (1997) - essai réalisé au Congo sur le manioc
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Les données

Nr. Taille Longevite Fecondite] Nr | Taille Longevite Fecondite
1] 063 2 | 1.76
2 | 075 25 56 |27 | 187 35 86
3 | 085 31 57 |28 | 193 34 89 "
4 | 092 26 59 |20 | 185 33 89 H 00 o
5 | 096 31 61 |30 | 188 36 89 2
6 | 112 30 61 | 31| 193 36 o1 ¢ 6 so 0. E
7 | 145 32 62 | 32| 214 35 95 o3 5oy R
s | 113 28 63 33 2 33 98 3 % e ° o
9 | 132 29 65 |34 | 211 38 98 g2
10 | 144 29 65 |35 | 223 38 99 o
1| 147 27 66 |3 | 217 36 99 8 0655.0° o
12 | 135 31 67 |3 | 2 36 100 - L L% s00 oo
13133 27 67 |38 | 215 31 101 5 0% 0 6
14| 162 30 68 |3 | 2 33 101 % Tl o o S
15 | 157 29 69 |40 | 233 37 102 o 0 o T
16 | 163 28 69 | 41| 226 35 102 o2 T T 2 ?
17 | 136 29 69 |4 |222 29 103 Y e T 18 e
18 | 162 30 70 |43 | 191 38 104
b I A Il [t SR Présentation 3D des données - Difficile
2 1% gg ;i pu gig g‘s‘ 1?3 a affirmer si les points sont proches
= | 171 3 75 |4 |272 39 115 d'un plan!
24 | 184 33 75 |49 | 284 39 119
2 | 171 29 79 |80 | 200 37 121
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Introduction
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Notations

n - nombre d'individus (pucerons) mesurés (n = 50 dans notre application)

x1,X> - les deux variables explicatives - ce sont des variables quantitatives - notée
Taille et Longevite dans cette application - On notera xq,1,..., X1 €t
X1,2,...,Xn2 les n mesures disponibles pour chacune des variables x; et x»

vy - la variable a expliquer ou dépendante - c'est une variable quantitative -
notée Fecondite dans notre application - On notera yi,...,y, les n mesures
disponibles de la variable y
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2. LE MODELE ET LES POSTULATS
Le modele de la régression linéaire multiple (RLM) a deux variables
explicatives s'écrit en général :
y = by + bix1 + boxo —l—e‘

@ e désigne I'erreur ou I'écart entre la partie expliquée par le modeéle et
I'observation

@ by, by, by sont les parameétres inconnus du modele

@ le modele est linéaire par rapport aux parametres by, b1, by et a deux
variables explicatives

L'estimation des parametres by, b1, by du modele RLM est basée sur un
essai donnant n mesures indépendantes x; 1, X; 2, y; et en écrivant :

yi=bo+ bixi1+ boxio+e, i=1,....n
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. . NP . S Les problemes statistiques
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Les postulats

Le postulat d'indépendance : On suppose que les y; sont
indépendantes

PO E(e;) = 0 pour tout i

I'erreur moyenne est nulle; E(y;) = bo + bixj1 + baxi» et ef = yi — E(y;)

P1 V(e) = o2 pour tout i (Homoscédasticité)

ceci nous permet d'estimer by, by, by sans connaitre o2

P2 & suit une loi Gaussienne G(0,02) pour tout i

Pour tout x° = (x{, x§)’ fixé la valeur y,o associée a x° suit une loi Gaussienne
G(bo + b1x{ + bzxé’,az); on peut fournir un intervalle de confiance pour yyo
(dépendant de o?)
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3. L’ESTIMATION DES PARAMETRES PAR LES MOINDRES CARRES

@ Approche graphique - exemple “Fécondité de pucerons” :
Le principe de la méthode des moindres carrés

@ Approche formelle :
Les estimateurs des moindres carrés
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Approche graphique

z=5.71+30.67*Taille + 0.73*Long

z=0+20"Tgille + 2*Long

100 120 140

Féoondité
Facondite
50

80

SCE = 1311,

e

Fécondité
@ 80 100 120 140

kg

N 5 ® yake

ire & deux variables explicatives 37/60
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Approche graphique : Comparaison des 4 choix

Critere de choix : SCE(by, by, b2) = 3= 50 { Feci — (bo + by Taille; + byLong;)}?

Choix bo b1 b2 SCE(bo, bl, bz)
Choix 1 | 0.0 20.0 2.0 14840.160
[Choix 2] | [5.711] [30.666] [0.727]| [1311.237]
Choix 3 | 5.0 7.0 25 14887.844
Choix 4 | 100.0  -10.0 05 36177.740
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Approche graphique : Le plan de régression

‘ SCE minimum pour : by = 5.711, b = 30.666, b, = 0.727 ‘

L'équation des moindres carrés :

| Fec = 5.711 + 30.666 - Taille +0.727 - Long

z=5.71+30.67 Taille + 0.73*Long

140

100 120

Fécondité
80

P
2% A Taie
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Calcule des estimateurs des moindres carrés

@ On cherche lA)o, 131, by qui minimisent

SCE(bo, b1, bo) = Z {yi — (bo + b1xi1 + b2Xi,2)}2

i=1,n

@ Un probléme d’optimisation de SCE(by, b1, by) - une fonction a trois
variables bo, bl, b2

@ bg, by, by sont la solution des ‘ équations normales‘

(car SCE(bo, by, by) — +o00 quand by, by ou by — o)

9S(by,b1, PO .

( Do 2 = 0 o2y — bo — bixj1 — 132Xi,2) -(-1) =0
%M = 0 &< >. 20— bo — bixj1 — 132Xi,2) —(xi1) = 0
lbobiba)  — g 2oi2(yi — bo— bixii — boxi2) - —(xi2) = 0

Oby
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Les estimateurs des paramétres

@ Propriété : 3,2, =n3, 13 (ai —3)bi =13, aib; —3b;, 13, (a; —3)b=0
Notations 1: V1, = L 57:(x;1 — %1)(yi — 7) = £ i1y — %7 Vo = 2 50 X2y — %o
Notations 2: Vi1 = 2 30 i[x 112 — [%1]%, Vip = L Sixiixio — %1%, Voo = L Sl ol — [R)?

@ Les estimateurs m.c. de by, b1, by : & partir des équations normales (en divisant par n
chaque éq uation) : On retranche la 1le équation des deux autres pour obtenir les équations

de droites

1:90:}7—1:717(1%-1327(2
biVii+bVip= Vi,
b1 Vip+ baVoo = Vo,

—bo— b1 X1 — b2 X =
A 2

1— b1 2[xi1]%> — b2 Lxi2xi 1
= o1 1

2 — b1 2xi1%i2 — b2 L[x;2]?

P
I

o O o
3

@ L'estimateur de 02 : | s? = ,,13 >i(yi — 9i)* | ot

9i = bo + bix;1 + baxi 2
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(*) Ecriture matricielle du modele

‘Y = X8 + E, Var(E) = o2

ou / est la matrice idéntité n X n et :

» 1 x1 x12 el

2 1 x1 X2 bo e
Y = . , X = . . . B = by  E=

: : : by :

Yn 1 Xxp1  Xn2 en

On a SCE(by, by, ba) = (Y — XB)t (Y — XB) et
(¥ = XB)' (¥ = XB) > (¥ = XP)! (¥ = XB) = SCE(bo, by, ) |

ou
n 2oxi1 X2 i
i i H
xtx=| Zx1 Zxr Tz [ xty=| Zxwi || g=xx)-Ixty
Dxip  IoXi1Xi2 PR > Xi2Yi
i i i U
(*) Justification. Soit Y — X8 = Y — X3 + X8 — XB. Puisque (8 — 8)! Xt (Y — XB) = 0 alors

(Y = XB)' (Y = XB) = (Y — XB) (Y — XB) + (XB — XB) (XB — XB) > (Y — XB) (Y — XB).
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4. LES PROBLEMES STATISTIQUES

a) Estimation des parameétres : propriétés et tests (tableau ANOVA)
b) Qualité du modele

c) Prédiction et intervalle de prédiction
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a-1) Estimation des paramétres : propriétés

® by (resp. by, by) est BLUE (Best Linear Unbiased Estimation)

Clest le Théoreme de Gauss-Markov : E(by = by, E(by) = by, E(by) = by et si I'Y est tel que
E(I'Y) = by alors Var(I'Y) > Var(byp).

@ Les variances de ces estimateurs sont 022)0, a% , o’% .
1 2

lls sont les éléments de la diagonale de la matrice (X!X) 102 car Var{(X!X)"}(x!Y)}
(XEX)TIXE Var{ Y} X (Xt X)~1 = (Xt X) "1 (Xt X) (Xt X)"1o? = (Xt X) 102,

2
° | E(s?)
En remplagant o? par 52 on obtient les estimateurs

de UBO, 02’1 et (7[)2.
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-1) Estimation des parameétres :
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Test global (tableau ANOVA)

L'équation ANOVA (ANalysis Of VAriance) permet d'évaluer la qualité du modele
et de réaliser le test de Fisher F sur les paramétres.

@ Rappels et notations : Vi,
1 2. % 1 2
Vip =+ 2ixi1Xi2 — XX, Voo =5 > xi 2] —

Un rsultats immédiat : §; — y =

Les estimateurs des vérifient les équations {

1 -
y =g Xy — X1y, Vo, =

LS ixioyi — %y Vi =L Sk - )2

(%]

by(xi,1 — %) + ba(xi 0 — %)
éo:Y*l}l;quEz;Q
b Vii+bVip =V,
by Vip+bVoo=Va

@ Equation ANOVA :

SCEt = SCEp + SCEpes

Z( y)2+Z(y, 9i)?

a. |l suffit de montrer Z( — N

i

— ) =20 -

(i - 7P

<1

-i—y—9—J9)=0cry=

il = (b0, — %) + balxi 2 — %)

N A —y) =
= bV, +bhv,
o Lymi—9? = Dilbilx — %)+ balxp — %)
= b2V11+2b1b2V12+b2V22
= b1[b1V11+b2V12]+b2[b1V12+b2V22]
= blvly+b2v2y
A1 e réeultat déeanle de h_ ot
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Tableau ANOVA

@ Les regles de calculs et terminologie

a. ddlp = 2 : nombre de paramétres hors terme constant, dd/lt = n — 1, ddlges = n — 3
b. SCEm = (3 — §)*, SCET = S2(vi — 9)%. SCEp = S2(v; — %i)°

i i i

c. ‘ SCET = SCEp; + SCEpes | ’ ddiy = ddipg + ddles |, | F = s
Res
@ Le tableau ANOVA
Sommes des . Moyennes .
Source Carrés des Degres ,De des Carrés Statlgthue
Libertés de Fisher
Ecarts des Fcarts
Modele SCEm 2 MCEwm F
Résiduel SCERes n-3 MCERes
Total SCET n-1 MCE+
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a-3) Estimation des paramétres : le test global de Fisher

Le test est valable si P2 est validé

@ HO: by =b,=0
ou : "est-ce que y dépend d'au moins une des variables x 7"

F — MCE,

@ Statistique de test : | F = McEr

@ Regle statistique de décision de risque « fixé apriori : On rejette HO si
F> qFQ,,,_3(1 — a).

qF> n—3(1 — ) est le quantile 1 — o d’une v.a. de Fisher a 2 et n — 3 ddI

On peut par analogie tester des hypothéses qui concernent des combinaisons linéaires de by, by
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a-3) Estimation des paramétres : les tests pour chaque paramétre

Le test est valable si P2 est validé

On présentera le test sur by ; Les tests concernant by et by sont similaires

HO:b; =0
Est-ce que y dépend de x; (la variable du modeéle associée a by)?

Statistique de test : |t = 2+

551

Regle statistique de décision de risque « fixé apriori : On rejette HO si
t> qth_3(1 — a/2).

qtp—3(1 — 5 ) est le quantile 1 — & d'une v.a. de student & n — 3 ddI

Un cas particulier : HO : by = 0. Cette question peut étre formulée de facon équivalente :
“le terme constant est utile dans le modele 7. La régle de décision est analogue et basée
sur la statistique bO/SZ;o'
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b) Qualité du modele

2 Zi(yi7§/)2
R =Somr

Rappels. § = 7,9 = bo + bixi,1 + baxi o

@ La qualité du modele est mesurée a I'aide de R? :

R? est la rapport entre SCEy (variabilité expliquée) et SCET (variabilité totale)

@ R? est égale au carré du coefficient de corrélation linéaire r de ¥ et y; donc
0<R*<1

v w2
Justification(*). Il suffit d'écrire d'une part R2 = Y=Yl

oz et de l'autre I <
Iy =vI| Iy

\
V_v v 2 A A - -
Y Y = R2car (Y — ¥, ¥ — V) = [¥f — YEX(XEX)TIXHX(XEX)TIXE Y — V] =0,

@ Interprétation. Le modele est de bonne qualité si R? est proche de 1.
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c) La prédiction et l'intervalle de la prédiction

@ Pour tout x° = (x?, x§) fixé on estime yyo par

j}Xo = Bo+Ble+BzX§

E(9x) = E(yx) : 9x est donc sans biais pour E(yx)

@ Si P2 est vérifié on a :

» L'Intervalle de Confiance de seuil o pour E(yy) :
[ 1Ca(E(yx)) = e £ qta—3(1 = §) 5y

. . . 2 t -1 t 2
Notations matricielle! : S0 = (1, x7, x3 ) XEX) 721, X7, x3)" s

1

» L'Intervalle de Prédiction de seuil « pour y, :
IPo(yx) = ¥xo £ qta_3(1 — %) (S)io + 52)1/2
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5. COMPARAISON DE MODELES DE REGRESSION

Le probleme est de comparer sur un critére objectif les modeles
y ~ao+ aixi \ ‘y ~ Co+C2X2\, ‘YN bo + bix1 + baxa |

Pourquoi ne pas utiliser R??
Le modele a deux variables sera toujours meilleur que les deux autres modeles sur le critere

R? qui ne peux que “diminuer’ quand on enléve une variable quelconque du modele
MSCres est un bon critére

Deux autres critéres sont aussi utilisés : Ra2j et Cp de Mallows
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Les critéres jo et le Cp de Mallows

Notations : g est le nombre des variables du modéle, SCEg.s(Mq) et R>(Mq) sont calculés pour
le modéle a g variables explicatives, 52 est |'estimation de o2 3 partir du modeéle complet

R =1 [1 — R2(Mq)]

_nql

> Critere : Rfj proche de 1

MCE(Mq) ~ MCEes(Maq)
MCE7 (Maq)

» Justification : Rfj =

Cp = SEes(Ma) _ 15 _2(q 4 1)]

> Critere : ‘ Cp proche de g + 1 ‘ mais attention pour le modéle complet (a 2

variables) Cp = 3 (en général Cp=p+1)
> Justification : E(Cp) =g +1
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6. APPLICATION A L’ESTIMATION DE LA FECONDITE DES PUCERONS

@ Présentation graphique des données - a-t'on une liaison linéaire entre Fec et
Taille et/ou Long?

@ L'équation de régression, estimation des paramétres et qualité du modéle

@ Analyse des résidus

@ Les intervalles de confiance et de prédiction de la variable Fec
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Description graphique des données

Fécondité
60 80 100 120 140

4

2 A5 e

Besnik PUMO

La régression linéaire a deux variables explicatives

@ Le graphique 3D peut étre
trompeur

Le modeéle adapté :

Fec ~ Taille, Long

L'étude graphique est possible pour
un modele a deux variables
explicative - Mais ceci deviendra
impossible a partir de 3 variables
explicatives
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Le plan de régression

140

z=5.71+30.67*Taille + 0.73"Long

s

120

100

@ Le modeéle ajusté :
Fec = 5.71+30.67 Taille+0.73Long

@ s2 =27.8087

Fécondité
60 B8O

40

@ R2=0.926
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Analyse des résidus

Les résidus : & = Fec; — Fec;

9] 0
- o4 g
. Lo
28 of® * . -
37 " o, R .
o 3 o % P y=0
53 3 . v ® . )
2 @ x o, ? . . o ° ®
o
3 | .
w ® .o .:
o *
3
o .
' .
T T T T T T T T
60 80 100 120 60 80 100 120
Fecondité Fecondité prédite

Un nuage resserré autour de la diagonale indique un bon modele de prédiction -
Les deux graph nous permettent de détecter des problemes d'hétéroscédasticité
(postulat P1)

Les individus suspects () ou influents (A)
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La prédiction et les intervalles de confiances pour la prédiction

Taille

Long Fec

1Co.05(E(Fec)) IPy.95( Fec)

2.1

30 |[91.927]

189.274| [94.5801] [80.975| |102.879]

Résidus

A noter que srec,, = 5.444, Sg(Fec,,) = 1.319 ol xo = (1,2.1,30)".

100 120

Résidus
80

40

60 80 100
Fecondité prédite

120 60 80 100 120
Fecondité prédite
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Tableau ANOVA et le test F

Introduction
La régression linéaire simple
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Analysis of Variance

Source  Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 16526.9 2 8263.47 |296.20||0.0000
Residual 1311.24 47 27.8987

Total (Corr.) 17838.2 49

R-squared = 92.6493 percent
R-squared (adjusted for d.f.) = 92.3365 percent
Standard Error of Est. = 5.28192

Soit o« = 0.05 : L'hypothése multiple HO : brire = brong = O est rejetée car le
Proba=0.0000<0.05.

Lecture équivalente. On rejette HO : braie = brong = 0 car F = 296.20 > 3.195, le
quantile 1 — 0.05 de F; 47.

Besnik PUMO La régression linéaire a deux variables explicatives 58/60



Estimation du taux de fécondité de pucerons

Le modele et les postulats

L'estimation des parameétres par les moindres carrés
Les problemes statistiques

Comparaison de modeles de régression

Application a I'estimation de la fécondité des pucerons

Introduction
La régression linéaire simple
La régression linéaire a deux variables explicatives

Tests sur les parametres

Multiple Regression Analysis

Dependent variable: Fecondite

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 5.7111 6.925 0.8247 0.4137
Taille 30.666 1.998 15.351 0.0000
Long 0.72725 0.279 2.6071 0.0122

On fixe &« = 0.05 : HO : brie = O est rejetée car Proba=0.0000<0.05 (2e ligne) du
tableau (conclusion identique pour HO : biong = 0 car Proba=0.0122 < 0.05.
L'hypothése HO : by = O est acceptée car Proba=0.4137>0.05.

On peut tester HO : b7,jye = 0 en comparant thrite = 15.351 avec 2.012, le quantile 1 — % de t47.
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Comparaison des modeles régressifs

Regression Model Selection

Dependent variable: Fecondite
Independent variables: A=Taille B=Longevite

Number of complete cases: 50
Number of models fit: 4
Model Results

Adjusted Included
MSE R-Squared R-Squared Cp Variables
364.04 0.0 0.0 591.39
31.268 91.586 91.411  7.7972 A
164.29 55.792 54.871  236.67 B
27.899 92.649 92.337 3.0 AB
Besnik PUMO

Le meilleur modeéle est
Fec ~ Taille, Long, car :
2 _
- Raj = 02.337,
s2 = 27.899

- On ne peut pas se baser sur le “Cp
de Mallows", il est égale 3 pour le

modele complet (a deux variables)

La régression linéaire a deux variables explicatives
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